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Este  Proyecto  Final  de  Carrera  se  desarrolla  en  el  ámbito  del  análisis  de 
sistemas dinámicos no lineales y particularmente intenta demostrar  la validez de 
la  transformación  de  la  clásica  ecuación  dinámica  con  las  matrices  de  masa, 
amortiguación  y  rigidez,  que  utiliza  coordenadas  espaciales,  a  la  ecuación 
equivalente en coordenadas modales, que se utiliza habitualmente para desacoplar 
las  ecuaciones  dinámicas,  y  su  aplicación  a  la  resolución  de  problemas  por 
elementos  finitos.  Esta  transformación  proviene  del  Análisis  Modal  de  sistemas 




respuesta  de  un  sistema  considerando  sólo  unas  pocas  variables,  los  modos 
propios y sus frecuencias naturales, y que las más influyentes en la dinámica de los 
sistemas son los primeros modos propios, la conclusión es que la matriz modal se 
puede  reducir  enormemente  considerando  solamente  estos  primeros  modos 
propios.  Aplicando  todas  estas  modificaciones  en  un  modelo  desarrollado  en 








de  dos  sistemas  de  masas  distribuidas  muy  sencillos.  Estos  ejemplos  nos  han 
permitido comprobar por un lado que la evolución dinámica de los sistemas antes 
y después de la transformación es idéntica, lo cual es fundamental para continuar 
con  el  desarrollo,  y  por  otro  lado nos  ha  servido para  detectar  problemas  sobre 
todo  cuando  el  sistema  cambia  de  una  configuración  a  otra.  En  las  simulaciones 
por elementos  finitos es habitual que  los sistemas cambien de configuración, por 
ejemplo,  se  consideran    nuevas  condiciones  de  contorno,  se  aplican  fuerzas 
diferentes,  los  sistemas evolucionan dinámicamente  ante  estos  cambios y hemos 
considerado  importante  tratar  este  aspecto  en  el  modelo  desarrollado.  En  un 










de  este  método  dado  que  la  solución  es  de  gran  similitud  con  la  calculada  por 
Abaqus. Dado que el modelo desarrollado considera únicamente el Análisis Modal, 

































































































método  de  resolución  lineal  de  problemas  de  elementos  finitos,  incluyendo  los 
problemas  de  naturaleza  no  lineales.  Esta  validez  se  evaluará  en  términos  de 





  Este  estudio  se  ha  desarrollado  con  la  ayuda  de  diversos  miembros  del 
Politécnico de Turín. Entre ellos cabe destacar al Profesor Asociado e investigador 










posición  de  equilibrio  cuando  se  ve  sometido  a  fuerzas  externas,  y  la  palabra 
multinivel indica que es un método aplicable incluso cuando el sistema cambia su 





























  xTTTxTxxTx TTBCsBCs 1*1    
TMTM TBCs   




TKTK TBCs   
fTfBCs   
 





BCsBCsBCsBCsBCsBCsBCs fxKxCxM    
 
Llegados  a  este  punto  procedemos  a  considerar  uno  de  los  puntos  más 























BCsBCsBCsBCsBCsBCsBCsBCsBCsBCsBCs fΦηΦKΦηΦCΦηΦMΦ   
 
Y si dicha matriz la hemos formado por los vectores propios normalizados 
con  respecto  a  la  masa,  obtenemos  la  ecuación  fundamental  del  Análisis  Modal 
Multinivel: 
TTTT
    BCsBCsrrr diagdiag fΦηηηI  )2(    
 
El último paso de este razonamiento es evaluar las condiciones  iniciales el 




ηΦηΦTxTx  BCsBCs , con  BCsΦTΦ   
 



























  TT TTTT 1*1   ,    TT 1*1   BCsBCsBCsBCs ΦΦΦΦ
 
El  anterior  es  el  paso más  importante  en  la  aplicación  del  Análisis Modal 
Multinivel.  Para  conseguir  mayor  rapidez  en  el  cálculo  vamos  a  considerar 
solamente algunos pocos de los primeros modos de vibración, por lo que la matriz 
modal  no  va  a  ser  cuadrada  y  no  podemos  aplicar  una  inversa  tradicional.  Al 










estamos  evitando  el  problema  de  integrar  en  cada  paso  de  simulación  grandes 
matrices  que  se  vuelven  más  incómodas  en  el  cálculo  cuando  consideramos  no 
linealidades,  especialmente  en  la  matriz  de  rigidez.  Con  la  Transformación  a 
Coordenadas  Modales  pasamos  el  problema  a  integrar  la  matriz  modal,  que  es 
constante  y  sólo  cambia  cuando pasamos  a  otra  configuración del  sistema y que 






Matlab/Simulink,    se  procede  a  comprobar  su  validez  y  a  detectar  posibles 
problemas y sus soluciones con dos ejemplos muy sencillos de sistemas de masas 
discretizadas  con  varios  grados  de  libertad.  Se  considerará  solo  dos  niveles  de 




 Análisis  temporal.  Comprobaremos  la  solución  dada  por  el  Análisis 
Modal  Multinivel  con  la  conseguida  por  la  Integración  Directa  de  las 
matrices de masa, amortiguación y rigidez. 










articulada  –  libre  en  sus  extremos.  En  este  caso  haremos  uso  del  software 
comercial  de  elementos  finitos  Abaqus  para  comprobar  la  solución  del  Análisis 
Modal  Multinivel  frente  a  la  simulación  llevada  a  cabo  en  Abaqus/Explicit. 






 Frecuencias  naturales  calculadas  con  el  software  LUPOS,  desarrollado 
por el grupo de investigación del Politécnico de Turín. Este software es 














dinámico  en  forma  matricial.  Además,  es  una  de  las  bases  del  análisis  por 
elementos  finitos,  ya  que  como  su  nombre  indica  éste  divide  el  sistema  en 




a  validez  del  método  y  para  identificar  posibles  problemas.  En  concreto,  dos 




es  undament les ha  sido observadas con estas simulaciones:
 La  evolución  en  el  tiempo  de  las  coordenadas  espaciales  debe  ser 
continua, mientras que  la evolución  temporal en coordenadas modales 
es  necesariamente  discontinua  en  el  momento  en  que  se  cambia  de 
nivel. 
 






segundo  con  ocho.  Para  ambos  casos  se  verificará  primero  que  la  solución 
temporal  de  desplazamiento  de  los  diferentes  nodos  es  idéntica  utilizando  el 
Análisis Modal Multinivel como empleando  la  Integración Directa de  las matrices 
de masa, amortiguación y rigidez. Seguidamente, y sabiendo que el paso anterior 
ha  sido  concluido  con  éxito,  se  procede  a  simular  la  evolución  temporal  de  los 
desplazamientos nodales mientras el sistema cambia entre dos configuraciones. La 
primera  configuración  o  nivel  es  el  sistema  con  todos  los  grados  de  libertad 
hábiles,  mientras  que  en  la  segunda  configuración  se  bloqueará  el  grado  de 









nodos  cuando  éste  comienza  los  desplazamientos  negativos  respecto  de  su 
posición de  equilibrio,  es  decir,  exactamente  en  su posición de  equilibrio  que  es 
una  posición  de  velocidad  máxima.  Por  ello  esperamos  que  este  contacto  sea 
mucho más  disipativo  y  que  la  amplitud  de  vibración  del  resto  de  nodos  se  vea 
muy influenciada por esta ausencia de energía. Hay que decir que en este contacto 
el nodo se puede mover en su desplazamiento positivo respecto de su posición de 
equilibrio  cuando  la  dinámica  del  sistema  lo  requiere,  por  lo  tanto  estamos 



































































  El  sistema  considerado  se  puede  apreciar  en  la  figura  1.  Como  se  ve  los 
nodos 1 y 5 son solidarios a la bancada, mientras que el resto de nodos se pueden 
desplazar.  Para  que  esto  ocurra  es  necesario  o  bien  aplicar  unas  condiciones 



















  El  siguiente paso es  la simulación del  sistema utilizando el Análisis Modal 
Multinivel y considerando dos configuraciones. En un primer ejemplo bloqueamos 
el  nodo  número  4  cuando  ésta  alcanza  una  posición  determinada  de  velocidad 
























































  Se  observa  que  después  de  bloquear  el  nodo  número  4  el  sistema 
evoluciona  con  otra  frecuencia  natural  como  es  normal  pero  que  la  amplitud  de 






  Ahora  consideramos  la  simulación  contacto – no  contacto  cuando  el nodo 
















































































































































































de  velocidad nula.  La  diferencia  fundamental  entre  este  ejemplo  y  el  anterior  es 
que  en  este  caso  al  bloquear  el  nodo  número  cinco  estamos  transformando  el 
sistema en dos sistemas desacoplados, el primero formado por los nodos número 
1, 2, 3, 4 y 5, y el segundo con los nodos 5, 6, 7 y 8. Por ello esperamos que después 






















































































































  La  necesidad  de  comprobar  la  validez  total  del  nuevo  método  implica 
comparar  sus  resultados  con  los  proporcionados  por  un  software  comercial  de 
elementos finitos, y dada la complejidad del Análisis Modal Multinivel el ejemplo a 
utilizar debe ser sencillo. Esto es fundamental y necesario para comprobar que el 





posicionada  inclinadamente  tal  que  el  extremo  libre  se  encuentra  10  cm.  por 
encima del extremo articulado, sometida a la fuerza gravitacional, desciende desde 
una posición de reposo y al alcanzar la horizontal impacta con un soporte colocado 
a  6  cm.  del  extremo  libre.  En  ese momento  la  viga  alcanza  el  segundo  nivel  del 
Análisis Modal Multinivel y se deforma de modo que comienza a vibrar. Cuando la 
fuerza de reacción entre la viga y el soporte lo permite, la viga rebota y comienza a 
ascender mientras  vibra  en el  considerado primer nivel.  Las  variables  a  analizar 




de  la viga coincida con  los modos propios de  flexión en el plano XZ. Dado que el 
Análisis Modal Multinivel  basa  su  efectividad  en  el  uso  de  los  valores  propios  y 
vectores propios correctos, primero un análisis de éstos va a ser detallado para el 
caso  que  nos  concierne.  En  este  análisis  tres  técnicas  van  a  ser  comparadas. 
Primero  se  llevará  a  cabo  la  resolución  analítica  del  problema  de  los  valores 
propios y cuya solución se tomará como la correcta. Seguidamente se extraerán las 
frecuencias  naturales  del  modelo  de  Abaqus  utilizando  su  versión  Standard  y 
también  se  utilizará  el  software  no  comercial  de  elementos  finitos  LUPOS  para 
evaluar  dichas  frecuencias  naturales.  Se  evaluarán  los  errores  de  las  soluciones 
proporcionadas por estos dos software con respecto a las soluciones analíticas y se 
ompararán  los  vectores  propios  facilitados  por  Abaqus/Standard  y  por  LUPOS 
egún e t d d
c
s l Cri erio  e Confianza Mo al. 
 
Hay  que  comentar  que  LUPOS  es  el  software  de  elementos  finitos 
desarrollado  por  el  grupo  de  investigación  en  el  que  se  encuadra  este  Proyecto 
Final  de  Carrera,  grupo  de  investigación  que  pertenece  al  Politécnico  de  Turín. 






realizar  una  simulación  real  del  impacto  de  la  viga.  Para  ello  haremos  uso  de 







































        0coshcos  lsenlllsenh 








  El  problema  de  encontrar  los  valores  propios  del  sistema  se  traduce  en 

































En  cambio,  en  el  plano  XY  los  modos  propios  de  flexión  se  relacionan  a 


































Las  raíces  de  las  anteriores  ecuaciones  características  son  los  valores 
propios  asociados  a  cada  modo  y  corresponden  con  el  cruce  por  cero  de  los 
gráficos  representados  en  las  Figuras  11  y  12.  Una  vez  conocidos  los  valores 
propios de flexión, el cálculo de  las  frecuencias naturales de  flexión es  inmediato 
aplicando la siguiente fórmula: 
 
  42r lA
 








condiciones de  contorno,  ya que pasa  a  tener un  apoyo  intermedio.  Este  cambio 
supone  una  variación  en  las  ecuaciones  características  y  por  lo  tanto  unas 
frecuencias naturales diferentes como es obvio. A continuación se recoge la gráfica 









Figura  13  –  Ecuación  característica 
para los modos pro ios de flexión en el 
























herramienta  utilizada  se  llama  Extracción  Frecuencial  y  sirve  para  obtener  las 















  De  las  funciones  disponibles  hemos  extraído  las  10  primeras  frecuencias 






consiguiendo  sólo  resultados  correctos  cuando  el  mallado  esta  suficientemente 
























Entorno  Característica  Propiedad  V  alor














  LUPOS  es  el  software  paramétrico  de  elementos  finitos  no  comercial 

























Entorno  Característica  Propiedad  V  alor
























Solución  nalítica a  LUPOS  Abaqus/Standard 
Modo   rl   r  [rad/s]  Freq. [Hz]  Freq. [Hz]  Er ] r. [% Freq. [Hz]  Err. [%]  Descripción 
1  0  0  0  0  0,00  0  0,00  S  ó o rígido rylid
2  1,25π  755,57  120,25  119,4  ‐0,71  120,22  ‐0,02  1 re a flexión xz 
3  1,875  1722,49  274,14  272,2  ‐0,71  232,43  ‐15,21  1e  flexión xy ra
4  2,25π  2448,05  389,62  386,8  ‐0,72  389,54  ‐0,02  2 flexión xz a 
5  ‐  3189,61  507,64  497,4  ‐2,02  509,40  0,35  1era torsión x 
6  3,25π  5107,65  812,91  807,1  ‐0,71  812,42  ‐0,06  3era flexión xz 
7  4,25π  8734,39  1390,12  1380  ‐0,73  1387,6  ‐0,18  4  flexión xz a
8  ‐  9568,83  1522,93  1493  ‐1,97  1432,4  ‐5,94  2a torsión x 
9  4,694  10795,47  1718,15  1706  ‐0,71  1575,7  ‐8,29  2a flexión xy 





Modo   rl   r  [rad/s]  Freq. [Hz]  Freq. [Hz]  Err. [%]  Descripción 
1  3,823  716,08  113,97  113,2  ‐0,68  1 re a flexión xz 
2  1,875  1722,49  274,14  272,2  ‐0,71  1e  flexión xy ra
3  6,74  2225,74  354,24  351,7  ‐0,72  2 flexión xz a 
4  ‐  3189,61  507,64  497,4  ‐2,02  1era torsión x 
5  8,958  3931,67  625,75  621,2  ‐0,73  3era flexión xz 
6  12,39  7521,39  1197,07  1188  ‐0,76  4  flexión xz a
7  ‐  9568,83  1522,93  1493  ‐1,97  2a torsion x 
8  4,694  10795,47  1718,15  1706  ‐0,71  2 lexión xy a f
9  16,11  12715,88  2023,80  2009  ‐0,73  5a flexión xz 
10  ‐  15948,06  2538,21  2494  ‐1.74  3era torsión x 
Abaqus/Standard Modo  Freq. [Hz]  E  rr. [%] Descripción 
1  114,02  0,04  1 re a flexión xz 
2  233,86  ‐14,69  1  flexión xy era
3  356,84  0,73  2  flexión xz a
4  630,64  0,78  3e  flexión xz ra
5  1198,1  0,09  4  flexión xz a
6  1276,8  151,52  1era torsión x 
7  1491,4  ‐13,20  2a flexión xy 
8  2014,1  ‐0,48  5 lexión xz a f
9  2591,0  70,13  2a torsion x 
 




los  errores  en  LUPOS  son  menores  del  1%  para  los  modos  de  flexión  y 
aproximadamente  del  2%  para  los  modos  de  torsión.  En  cambio  el  modelo  de 





modos  torsionales.  En  la  Tabla  6  se  recogen  los  resultados  de  la  segunda 
configuración de la viga y los valores continúan con la misma tendencia, LUPOS da 
resultados precisos en  todos  los modos propios y Abaqus/Standard  los da en  los 
modos de flexión en el plano XZ. Mientras los errores en Abaqus/Standard para los 
modos  de  flexión  en  XY  y  los  modos  de  torsión  siguen  aumentando.  Una 
explicación a este hecho es que mientras en Abaqus estamos utilizando elementos 
tridimensionales, es decir, en el extremo articulado está restringido su movimiento 









dado  que  es  como  esperamos  responda  la  viga  después  del  impacto  y  con  el 
nálisis  previo  estamos  convencidos  de  que  los  valores  de  frecuencias  naturales a






















































la  viga,  en  los  siguientes  gráficos  de  barras  se  visualiza  el  Criterio  de  Confianza 















el  Criterio  de  Confianza  Modal,  es  decir,  que  uno  de  los  modos  propios  de  la 
segunda  configuración  sea  similar  no  a  uno  de  los modos propios  de  la  primera 
sino a varios, repartiéndose entre ellos el coeficiente de Confianza Modal. El hecho 
de  que  hayamos  obtenido  una  diagonal  perfecta  sólo  se  explica  diciendo  que  el 
punto dónde hemos supuesto el impacto coincide exactamente con el valle que se 
produce  en  el  primer modo  de  flexión  en  XZ  de  la  viga,  coincidencia  totalmente 
fortuita. Para eliminar este efecto es necesario cambiar  la dinámica del sistema o 
bien  desplazando  el  punto  de  impacto  a  otro  sitio  o  bien  añadiendo  masas 
puntuales  a  lo  largo  de  la  viga.  En  nuestro  caso  hemos  decidido  añadir  dos 
diferentes  masas  puntuales  en  el  extremo  libre,  la  primera  de  100  gramos  y  la 
segunda  de  200  gramos.  Antes  de  evaluar  este  nuevo  efecto  hace  faltar  analizar 
con detenimiento  la Figura 16 derecha, que nos permite visualizar  el Criterio de 
Confianza  Modal  para  los  vectores  propios  extraídos  de  Abaqus/Standard.  Se 
observa que  la diagonal previa ya no se mantiene aunque hay cierta  tendencia a 




En el caso de  los modos de  flexión en el plano XY y de  torsión el análisis es más 
complejo, puesto que el Criterio de Confianza Modal mezcla ambos tipos de modos 
y no se observa ninguna relación clara. De hecho, en el Anexo IV se puede ver como 
estos modos  son muy  similares  en Abaqus/Standard.  Por  último hay  que  añadir 
que los elementos utilizados en Abaqus/Standard carecen de rotaciones y que los 








Confianza Modal  entre  configuraciones  para  LUPOS  cuando  esta masa  es  de  100 
gramos,  y  la  Figura 18  lo mismo  cuando  la masa  es de 200 gramos.  El  hecho de 
modificar la dinámica de la viga ha variado también el orden de los modos propios, 





































































modos  propios  diferentes  de  la  otra  configuración.  Como muestra  explicamos  el 















nfigu 20 e brec raciones con masa puntual de  0 gramos  n el extremo li  
  
  En  efecto  se  comprueba  que,  para  el  caso  que  estamos  analizando,  la 
división del coeficiente de Confianza Modal tiende a igualarse entre los dos modos 













1  0  S  ó o rígido rylid 52,89  1 r  e a flexión xz
2  81,38  1 re a flexión xz  105,73  1e xy ra flexión 
3  105,73  1e  flexión xy ra 174,37  2 flexión xz a 
4  310,95  2 flexión xz a  497,38  1era torsión x 
5  497,37  1era torsión x  547,41  3e a flexión xz r
6  693,12  3e a flexión xz r 1146,82  4a flexión xz 
7  1228,06  4a flexión xz  1242,21  2  flexión xy a
8  1242,21  2  flexión xy a 1493,47  2 torsion x a 
9  1493,47  2a torsion x  1915,72  5a flexión xz 











1  0  S  ó o rígido rylid 38,90  1  era flexión xz
2  77,68  1 r  e a flexión xy 77,68  1er xy a flexión 
3  79,05  1e  flexión xz ra 169,69  2 flexión xz a 
4  308,37  2 flexión xz a  497,37  1era torsión x 
5  497,37  1era torsión x  546,31  3  e a flexión xzr
6  690,46  3e a flexión xz r 1145,98  4a xz  flexión 
7  1219,10  2a flexión xy  1219,10  2 lexión xy a f
8  1225,37  4 lexión xz a f 1493,46  2a torsion x 
9  1493,46  2a torsion x  1527,10  3 a torsión x er
10  1527,10  3era torsión x  1913,10  5a flexión xz 
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configuración  y  el  segundo  modo  de  flexión  en  XZ  de  la  primera  configuración 
disminuye  lentamente, aproximándose al valor del primer coeficiente. Añadiendo 
estas masas esperamos que  la segunda configuración de  la viga articulada –  libre 
adquiera  mayor  protagonismo,  ya  que  dada  la  naturaleza  del  impacto  (no  es 








de  elementos  finitos  disponible  en  el  paquete  comercial  de  Abaqus.  Es  la 
herramienta  ha  utilizar  cuando  se  quiere  obtener  una  simulación  real 






factores  entre  los  que  cabe  destacar  que  la  viga  absorbe  algo  de  energía  de 
deformación  después  del  impacto,  que  Abaqus/Explicit  utiliza  algo  de 
amortiguación  en  el  parámetro  ‘Bulk  Viscosity’  y  en  el  momento  del  impacto, 
aunque ambos parámetros habían sido anulados o disminuidos al máximo, y que 






 Las  propiedades  de  los  materiales,  la  geometría,  las  condiciones  de 




lo  máximo  posible  el  ‘hourglassing’.  Por  ello  elementos  hexaédricos  de 





de  deformación  artificial,  que  es  la  empleada  para  controlar  el 
















 El  algoritmo  de  contacto  utilizado  ha  sido  de  tipo  ‘Hard  Contact’  y  la 
propiedad se ha definido para que se produzca un contacto  fuerte, ya que 








































































Figura  19  –  Señal  temporal  de 
la  vibración  de  los  siguientes 
puntos  de  la  viga:  extremo 
articulado, punto medio, punto 













en  el  punto  de  contacto  la  vibración  es  menor  (como  es  obvio,  en  el  extremo 




el  mismo  instante,  por  lo  que  esperamos  que  la  frecuencia  fundamental  sea  la 
misma en todas ellas. 
 
Echando  un  vistazo  uno  fácilmente  se  puede  dar  cuenta  de  un  efecto 
totalmente  inesperado  en  los  pasos previos  al  impacto,  y  es  que partiendo de  la 
posición de reposo y bajo la fuerza de la gravedad la viga ya vibra sin necesidad del 
impacto, éste sólo hace que aumentar la amplitud de la vibración y quizás excitar 






el  instante  inicial  y  que  sus puntos  vibran  respecto de  esta deformada que  es  la 
posición de equilibrio. La Figura 21, extraída de la simulación en Abaqus/Explicit,  
demuestra  también  este  efecto.  En  ella  se muestra  el  vector  velocidad  lineal  en 
cada uno de los puntos de la viga y se ve cómo este vector es máximo en la zona 



































El  siguiente  paso  es  el  análisis  frecuencial  a  través  de  la  Transformada 
Discreta de Fourier. El objetivo es conocer cuáles son las  frecuencias dominantes 
en  la  respuesta  de  la  viga  y  comprobar  que  éstas  coinciden  con  sus  frecuencias 
naturales.  Aplicando  la  Transformada Rápida  de  Fourier  en Matlab  a  las  señales 
temporales anteriores y considerando ventanas según el filtro de coseno alzado (β 
=  0.8),  esto  es  necesario  porque  la  señal  no  es  periódica  y  queremos  evitar  el 







Figura  22  –  Análisis  frecuencial 
de  la  vibración de  los  siguientes 




























frecuencias  naturales  de  ésta  es  un  hecho  que  ya  esperábamos  pero  que  cuya 









gran  cantidad  de  frecuencias  y  la  segunda  configuración,  como  se muestra  en  la 
Figura  23.  Cómo  hemos  comentado  con  el  Criterio  de  Confianza  Modal, 
aumentaremos  la  influencia  del  segundo  nivel  añadiendo masas  puntuales  en  el 
extremo  libre.  Seguidamente  se  muestra  en  la  Figura  23  el  análisis  tiempo  – 
frecuencia con el que se puede observar  la evolución temporal de  las  frecuencias 








frecuencia  de  la  vibración  del 
extremo  libre  de  la  viga  en 
Abaqus/Explicit y comparación 
con  los  modos  propios  de 
flexión  en  XZ  analíticos  de  la 
primera configuración (blanco) 













Se  observa  como  antes  y  después  del  impacto  las  frecuencias  en  la 
respuesta  de  la  viga  coinciden  con  las  frecuencias  naturales  de  la  primera 
configuración  (línea  discontinua  blanca).  El  momento  del  impacto  se  identifica 
también  claramente porque un  gran número de  frecuencias  son  excitadas.  Entre 
ella  se  distingue  claramente  el  tercer  modo  de  flexión  en  XZ  de  la  segunda 
configuración  (línea  discontinua  magenta).    También  llaman  la  atención 



























































































































































































Anexo  VI.  Con  la  integración  de  la  anterior  ecuación  se  obtiene  los  grados  de 
libertad  útiles  para  el  centro  de  gravedad  de  la  viga,  por  lo  que  los  grados  de 








cinco  primeros  modos  propios  de  la  viga.  Es  decir,  la  1era  flexión  en  XZ,  la  1era 
flexión en XY,  la 2ª  flexión en XZ,  la 1ª  torsión en X y  la 3era  flexión en XZ. De un 
total de aproximadamente 186 modos propios disponibles (hemos discretizado la 
viga  en  31  nodos  con  cada  uno  6  grados  de  libertad)  reducimos  el  análisis  a 
considerar únicamente los 5 primeros. Este paso es fundamental para el desarrollo 




su  habilidad  para  reducir  la  complejidad  de  un  problema  a  la  consideración 
únicamente de unas pocas variables, las frecuencias naturales y los modos propios. 




se  presenta  al  pasar  de  coordenadas  espaciales  a  coordenadas  modales  y 
viceversa,  ya  que  nos  vemos  obligados  a  utilizar  una  seudo  inversa.  De  todos 
modos utilizamos la seudo inversa de mínimos cuadrados para reducir este efecto 
indeseable.  Siguiendo  el  mismo  proceso  de  análisis  que  en  Abaqus/Explicit,  la 







Figura  24  –  Señal  temporal  de  la 
vibración de  los siguientes puntos 
de  la  viga:  extremo  articulado, 




































que  es más  sorprendente,  la  amplitud  de  la  vibración  es  idéntica,  obteniendo  la 
contribución  de  casi  todos  los  modos  que  intervienen.  La  comparación  entre 






Figura  25  –  Análisis  frecuencial 
de  la  vibración de  los  siguientes 














































Figura  26  –  Análisis  en 
















































































































En  términos  del  análisis  temporal,  las  Figuras  27,  28  y  29  muestran  una 








Figura  27  –  Comparación  del  análisis 
temporal  de  la  vibración  del  extremo 













































































Figura  29  –  Comparación  del  análisis 
temporal  de  la  vibración  del  punto 













aumentando  conforme  evoluciona  el  tiempo,  como  es  evidente  a  causa  de  la 
evolución  dinámica  de  sistemas  con  condiciones  parecidas  pero  no  idénticas. 
También hay que decir  que  en  la  simulación  con Abaqus/Explicit  se  produce un 
segundo impacto próximo al tiempo 0.2 segundos, y de allí las mayores amplitudes 


































En  términos  frecuenciales,  el  análisis  según  la  Transformada  Discreta  de 
Fourier  ofrece  el  mismo  resultado  para  ambas  señales  según  los  modos 
considerados. Por otro lado, el análisis tiempo – frecuencia ofrece una resolución 









el  problema  conservativo, mientras que  la  simulación  con  amortiguación de  tipo 













































cuatro  tiempos  y  con  cuatro  pistones  mediante  una  discretización 
simple pero con los elementos más destacados que lo forman: pistones, 
bielas  y  cigüeñal.  Conforme  el  cigüeñal  gira  y  dependiendo  de  la 
posición  de  los  pistones  el  sistema  evoluciona  en  una  infinidad  de 



















los  vehículos  y  cuyo  objetivo  es  recoger  información  de  presión, 
temperatura, velocidad, etc., y enviarla a un receptor para el tratamiento 
de  los  datos.  La  fuente  de  energía  del  sistema  es  la  vibración  de  unos 









El  siguiente  paso  para  la  aplicación  del  método  a  estos  problemas  es 







Por  último  y  con  el  objetivo  de  reducir  los  errores  cometidos  con  este 
método,  que  para  el  caso  estudiado  hemos  visto  que  son  aceptables  y  que 
dependerán del problema analizado,  será necesario evaluar el número de modos 
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